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Clasa a Xl-a

SOLUTII

Problema 1.

Solutie.
a) Conform formulei binomului lui Newton (3)a,,b, €N astfel incat

(45+ \/2016)” = a, +b, /2016 si (45- \/2016)" —a, —b, /2016 de unde adunand obtinem :
(45+/2016)" =2-a, (452016 ) = (45+/2016) -7 =2-a, 7 ~(45-/2016 ) -7 si deci
sin [(45+ \/2016)n 72'} =—sin [(45— \/2016 )n ~7z} . Analog vom avea si relatia :

tg [(45+JM)” -72'} — _tg [(45—%)" ;z} si deci
_ sin[(45+\/m>n-;r} _ sin[(45—«/ﬁ)n-n} _
e [P e D R P S PR

deoarece fractia din paranteza este evident subunitara.
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b) Folosim proprietatile cunoscute ale urmei unei matrice patratice adica :
Tr(X-Y)=Tr(Y-X) si Tr(a-X+B8-Y)=a-Tr(X)+B-Tr(Y)
Evident avem
Tr[A” (A B—B.A)]zTr[A”“.B—A” : B-A}zTr(A””B)—Tr(A” .B.A):Tr(A”“.B)—Tr(B.A”“):o

inlocuind pe A cu B obtinem Tr| B"-(B-A~A-B) |=0=-Tr| B"-(A-B~B-A) |de unde evident
avem Tr|B"-(A-B-B-A)|=0.
Tn final avem : Tr|(a- A"+ 5-B")-(A-B~B-A) |=Tr[a- A"-(A-B-B- A) + f-B"-(A-B~B-A) |-

=a-Tr| A"-(A-B-B-A) |+ -Tr| B"-(A-B-B-A) |= -0+ :0=0



Problema 2.

Solutie.

a) Fie A, Ay, A; imaginile geometrice ale numerelor complexe z;,z,, z3si fie

z=a-72,+(1-a)-z3,ae R iar Aimaginea geometrica a lui z. Rezultd imediat cd Ae AyAs.
Notdm cu B piciorul perpendicularei din A pe dreapta A,A;. Avem |AA|>|AB| si deci in mod

necesar mina-z, +(1-a)-z3—2z|=|AB|=h, unde h este lungimea indlfimii triunghiului
acR

AA A, A corespunzatoare varfului A .
Pe de altd parte avem o[ AA A A ] =%-|z2 —123|-h =%-|zl—22|-|zl—23|~sin(<rA2A1A3), de unde
12— 25|+ |2 — 23]-Sin (<A ALA)

|2, ~ 24|

obtinem h =

|2, 2] Y . _|22—Z3|
W_Z r:>sm(<rA2A1A3)_T.

. 1 . .
Prin urmare h= 2—-|zl —2,|+|z — 23| ceea ce conduce la concluzia problemei.
r

Aplicand teorema sinusurilor rezulta




b) Calculand termenii de inceput ai sirurilor gasim ca a =ag, by =bg deci ambele siruri sunt periodice
de perioada 6. Sirurile vor fi convergente pentru & =a, =az =a, = a5 s respectiv
by =b, =b; =b, =bx si deci vom avea lim a, =ay, nIin b, =b.
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Fie a, =xsi b, =y ,(V)n>1; va trebui deci sd avem : legi y:y—_i de unde inlocuind obtinem
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x2 =2 1<:>x2:x+1<:>x2—x—1:0<:>x=1_£ dar x>1:>x:1+£:>y=3+£.
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Problema 3

Solutie. Sa presupunem ca n se divide cu n—¢(n) deci (3)t € Nastfel incat n=t-(n—g(n)) sau
(t-1)-n=t-p(n) ... (1).

Fie n=p™-p,”2-...-p.% , unde p, < p, <...< p, sunt factorii primi din descompunerea lui n.
Vom arita ci avem k =1. Intr-adevir, sa presupunem prin reducere la absurd ci avem k > 2.
Cum ¢(n)= pa 1t p, - p (pr—1)-(Pp2 —1)-...-( Py —1) relatia (1) devine dupa simplificari

(t=1)-pr-Po-oe P =t(PL=1) (P2 =1)e (P =1) i, (2) Din aceasti egalitate rezultd c

a2—1 .

numarul prim p, divide cel putin unul din numerele t, p; -1, p, —1,..., p, —1si cum nu poate divide nici
unul din numerele p; -1, p, —1,..., p, —1care sunt mai mici ca el rezulta ca p, divide t, adica

__ P PP
t-1 p-1p,-1 p-1

k
avem 1+i:[1+ ! ][1+ ! J...[M ! j>[1+ ! j >1+ k )
t-1 p -1 py -1 P —1 P —1 P —1

sau py—1>t-k—k=t-k<p,+k-1 tindnd seama si de (3) obtinem

(ueN:it=u-pg e (3) . Relatia (2) se mai scrie de unde

Rezulta i>
t-1 p-1

K-u-pg < pg+k—1ladica p, < <1ceea ce este o contradictie.

u-k-1

Asadar k =1si atunci n= p,™.

Reciproc, dacd n=p” (cu p numar prim) avem n—g(n)=p* —( p* — pa_l) = p®? deci n se divide

cu n—g(n).



